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“Soit X un complexe simplicial fini simplement connexe, et soit 
f(t)= z b,(OX)tn, oh b,(OX) = dim Hn(QX, Q), 
n-o 
la serie de Poincare de l’espace des lacets 52X de X. Est-il vrai que f(t) 
est une fonction rationnelle de t ?” 
Ce probkme, pose il y a plus de vingt-cinq ans, n’est toujours pas 
resolu. On peut l’elargir en remplapant s2X par un espace de lacets it&c! 
QX (i=2, 3, . ..). ce tt e extension m’a et6 signal&e par J. C. Moore. Nous 
allons Voir que, pour cette forme plus optimiste, la reponse est n&ative: 
THtiORkME. &it X = & V IS’, un bouquet de deux sptires de dimension 3. 
La skrie de Poincurk de 92X =&9X (pour la cohomologie a coefficients 
dans Q) n’est pm une fonction rationnelle. 
Rappelons comment on calcule cette serie. Tout d’abord, Z’algkbre 
d’homologie de ,0X est une algebre associative libre de base (x, y}, oh x 
et y sont de degre 2 (cf. [3]). La serie de Poincart5 de s2X est l/(1 - 2t2). 
D’autre part, l’algkbre de whomologie de LRX est une algebre de polyn6mes 
en une infinite de variables G de degres pairs; si l’on note a(i) le nombre 
des xa qui sont de degr6 2i, on a 
l/(1-2P)= n l/(1--by‘) 
01 
=1/(1-t2)y1-t4)(1-te)yl-t*)y1-vJ)~ . . . 
Cette identiti permet de calculer les a(i). On trouve ([2], [3], [7]) que 
a(i)= f 2 ,4i/42d= dim Lt, 
dli 
oh ,u est la, fonction de MGbius, et Lt est le composante de degr6 i de 
l’algbbre de Lie libre & deux g6ntkateurs. Cette formule montre en parti- 
culier que a(i) > 1 VT tout i > 1 (ce que l’on pourrait aussi d6duire du 
fait que a(i) eat Bgal au nombre des polyn6mes irr6ductibles de degr6 i 
sur le corps Fz). 
L’algkbre de whomologie de @X, & coefficients dans Q, est une algbbre 
exterieure en une infinite de variables yB de degr6s impairs. Les ya corres- 
pondent par transgression aux xG; comme 
deg ya= deg xS- 1, 
le nombre des ya de degr6 2i - 1 est a(i). La, s&ie de Poincar6 de @X est 
f(t)= JJ- (l+t~*-l)““=(l+t)2(l+t~)(l+t~)2 . . . 
01 
Pour ddmontrer le th6orbme il suffit done de prouver: 
LEMME . &n2 b(i) (i=l, 2, . ..) u?W? Suite d’#&r8 > 1. &4 8&e fmdie 
fb(t) = j-J (1+ t*+1p 
i>l 
n’e& pai3 m-e fonctbn ratbnnelle de t. 
DbMONSTRATION. En prenant le d&i&e logarithmique de fa(t), on 
trouve : 
t f;(t)/fb(t) = 2 (2i - l)b(i)P’-y( 1+ W-1) 
i>l 
=W)W+t)+g(t), 
0l.i 
g(t) = 2 (2i - l)b(i)@-ql+ t2t-l) 
r,2 
= ‘& ,& (- 1)1+1(2i- l)b(i)W-1). 
Si l’on Bcrit la s&ie g(t) sous la, forme g(t) = 2 c,tn, on a 
n>l 
t-11 n+1c, = 2 (2i - l)zJ(i), 
ei-lln 
470 
ou la sommation Porte sur lea entiers i > 2 tels que 2i - 1 divise n. Si n 
eat une puissance de 2, cette sommation eat vide, et l’on a cn = 0. Si n 
n’est pas une puissance de 2, n a au moins un facteur impair 2i- 1 avec 
i 2 2, et l’on a ( - l)n+lc, > 0. On en conclut que cn est dgal ic 0 si et seulement 
si n eet une puissance de 2. 
Or, d’apres un theoreme de Skolem (voir ci-dessous), si g(t) = 2 cnt* 
Btait une fonction rationnelle de t, l’ensemble des n > 1 tels que c,,= 0 
serait pe’riodique pour n assez grand (autrement dit, ce serait la reunion 
d’un ensemble fmi et d’un nombre fini de progressions arithmetiques). 
Comme l’ensemble des puissances de 2 n’est pas de ce type, on en deduit 
que g(t) n’est pas une fonction rationnelle de t. La formule 
m=t f~(t)/f~(t)-b(l)t/(l+t) 
montre alors qu’il en eat de m&me pour fb(t), ce qui acheve la demonstration. 
Rappelons pour terminer le principe de la demonstration du th?orLme 
de Skdem. Supposons g(t) rationnelle. Choisissons un nombre premier p 
tel que tous lea poles de g soient des unith p-adiques (dans une extension 
finie de Qp). Utilisant lea proprietes de l’exponentielle p-adique, on montre 
facilement qu’il existe un entier m > 1 tel que, pour tout i > 0, la fonction 
n I-+ cc+mn WJ) 
se prolonge en une fonction anulytique p-adique sur Z,, Q valeurs dans Qp, 
d&nie par une serie entiere dont lea coefficients tendent vers 0. Or une 
telle fonction, si elle n’est pas identiquement nulle, n’a qu’un nombre 
fini de zeros dans le disque unite. On en conclut que, pour tout i > 0, on a, 
soit ~t+,,,~ = 0 pour tout n > 1, soit a+mn # 0 pour tout n assez grand. Le 
theoreme en resulte. Pour plus de details, voir [4], [5], [6], ainsi que lea 
exercices de [l], chap. IV, 5 6. 
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